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Preliminarii:

* Scopul acestui articol este de a prezenta cateva proprietati
interesante ale functiei putere peste un grup G. Vom structura
articolul pe doua parti, prima parte fiind compusa dintr-o serie de
rezultate remarcabile, iar a doua parte fiind alcatuita din probleme
care pot fi rezolvate natural cu ajutorul lemei de mai jos.

* Pentru a familiariza cititorul cu notatiile folosite in continuare, notam
cu Z(G) centrul grupului G, adica multimea {yEG |xy = yx, VXE G},
si vom accepta cunoscut faptul ca Z(G) e subgrup al lui G.

* De asemenea, vom prezenta fara demonstratie Teorema lui Cauchy,
de care vom avea nevoie pentru a motiva proprietatile ce urmeaza.
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* Teorema (Teorema lui Cauchy). Fie G un grup de ordin n. Fie p un
numar prim astfel incat p|n. Atunci numarul solutiilor ecuatiei x*p = e
in G este un multiplu nenul al lui p. Tn particular, in G exist3 cel putin
un element de ordin p.

* Lema. Fie G un grup finit de ordin n. Atunci functiaf: G = G, f(x)=x"p
este bijectiva daca si numai daca (n,p) =

* Propozitia 1. Daca intr-un grup finit G avem x*p =e, Vx € G, unde p
este numar prim, atunci 3k natural cu ord(x) = p~k.

* Propozitia 2. Fie G un grup. Daca functiaf: G - G, f (x) = xp este un
morfism surjectiv atunci x*(p-1) € Z(G), Vx € G.

e Consecinta. Fie G un grup de ordin n. Daca functiaf: G = G, f(x) =

e un morfism surjectiv (deci, automorfism al lui G) si (n,p—-1)=1, atunci
G e abelian.
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Aplicatir:

Problema 1. Fie G un grup finit cu proprietateaca x*p=e, Vx € G si
yA2%¥zA2 = zA2*yA2, Yy, z € G, unde p este un numar prim impar.
Demonstrati ca grupul G este abelian.

Demonstratie.
Problema pare inatacabila cu tehnici elementare, dar folosind
Propozitia 1 vom avea ca ord(G) = p~k si cum p-impar = (ord(G),2)=1,
deci functiaf: G = G, f (x) = x2 este bijectiva.
Ipoteza se scrie f(y)f(z)=f(z)f(y), VY, z € G, iar notand f(y) cu u si f(z) cu
V,vomaveacauv=vu, Vu,v E Imf,iarcumImf=G va rezulta ca G
este abelian.
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Problema 2. Fie G un grup comutativ de ordin impar. Aratati ca produsul
elementelor sale este egal cu e.

Demonstratie.
Cum (ord(G) 2) =1, din lema vom avea ca functiaf: G > G, f(x)=x"2 va fi bijectiva,
asadar G = {x"2 | x € G}, si cum G e abelian vom avea ca T[x=]x"2= 6ﬂx)"2

deci TTx=e, unde fiecare produs se face peste G.

Problema 3. Fie grupul G si n>2 astfel incat functiaf: G - G, f (x) = x*(n+1 este un
automorfism
al lui G. Demonstrati ca:
;functla g : G > G, g(x) = x*n este un endomorfism a lui G;
b)dacage |nJect|va sau surjectiva, atunci G e abelian.
-Gheorghe Andrei, OJM 1994

Demonstratie.
Din Prop02|t|a 2 siipoteza = x"n & Z(Gz, Vx € G.
a) Din |poteza == (xy)’\(n+1) xMNn+1)*y(n+1), Vx,y € G, ad c x*(yx)An*y =
X x"fn yAn*y, Vx, y € G, deunde(yx) n = xA"n*yAn = yAn*x*n, Vx,y € G, decige
morfism.
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b) Daca g e injectiva, atunci din (xy)*n = x*n*y*n = y*n*x*n = (yx)*n, =
Xy =yX, VX, y € G, deci G e abelian.

Daca g e surjectiva, atunci Vy € G, dz € Gcuy=z"n = xy =
x*¥*zMn =z n*x =yx, VX, y € G, deci G e abelian.

Problema 4. Fie G un grup cu ord(G) = 6k + 1, unde k & N. Aflati
numarul solutiilor ecuatiei x*3 = y*2 in G*2.

Solutie
Cum (ord(G), 2) = (ord(G), 3) = 1, functiile f, g:G—>G, f(x)=x"3, g(x)=x"2
vor fi bijective. Asadar pentru oricex = G, d!(y, a) € G2 cu
x"3=a=y”2, deci numarul solutiilor ecuatiei x*3 = y*2 in G2 este chiar
ord(G).
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Problema 6. Fie grupul G si functia f:G - G, f(x)=x"3. Aratati ca daca f
e un endomorfism injectiv sau surjectiv al lui G, atunci G e abelian.
Demonstratie.
Din f-morfism = (xy)*3 = xA3*yA3, deci (yx)*2 = x"2*y"2, Vx,yEGQG.
Daca f e surjectiva, atunci din Propozitia 2 vom avea ca t*2 €7(G),
YV tE G, deci vom avea (yx)"2 = y*2*xA2 de unde va rezulta xy=yx, deci
G e abelian.
Daca f e injectiva, o serie de calcule ne da ca (yx)*2=x"2*y"2=(yx)"4 =
(XA2*yA2)1N2 = yA* XM= (yX) N3 *yx=y M F X NE=y A3 *x A3 *yx=y M *x N 4=
xA3*y=y*x~3, deci x*3E7Z(G), Vx € G. Atunci avem
(xy)A3=x"3*yA3=yA3*x"3 =(yx)"3 si din injectivitatea lui f iese ca xy=yx,
deci G e abelian.
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