
The power function in Group Theory
Robert Rogozsan



Preliminarii:
• Scopul acestui articol este de a prezenta câteva proprietăți 

interesante ale funcției putere peste un grup G. Vom structura 
articolul pe două părți, prima parte fiind compusă dintr-o serie de 
rezultate remarcabile, iar a doua parte fiind alcătuită din probleme 
care pot fi rezolvate natural cu ajutorul lemei de mai jos. 
•Pentru a familiariza cititorul cu notațiile folosite în continuare, notăm 

cu Z(G) centrul grupului G, adică mulțimea {y∈G |xy = yx,∀x∈ G}, 
și vom accepta cunoscut faptul că Z(G) e subgrup al lui G. 
•De asemenea, vom prezenta fără demonstrație Teorema lui Cauchy, 

de care vom avea nevoie pentru a motiva proprietățile ce urmează.



•Teoremă (Teorema lui Cauchy). Fie G un grup de ordin n. Fie p un 
număr prim astfel încât p|n. Atunci numărul soluțiilor ecuației x^p = e 
în G este un multiplu nenul al lui p. În particular, în G există cel puțin 
un element de ordin p.
• Lemă. Fie G un grup finit de ordin n. Atunci funcția f : G → G, f(x)=x^p 

este bijectivă dacă și numai dacă (n,p) = 1.
•Propoziția 1. Dacă într-un grup finit G avem x^p = e, ∀x ∈ G, unde p 

este număr prim, atunci ∃k natural cu ord(x) = p^k.
•Propoziția 2. Fie G un grup. Dacă funcția f : G → G, f (x) = x^p este un 

morfism surjectiv atunci x^(p−1) ∈ Z(G), ∀x ∈ G.
•Consecință. Fie G un grup de ordin n. Dacă funcția f : G → G, f(x) = x^p 

e un morfism surjectiv (deci, automorfism al lui G) și (n,p−1)=1, atunci 
G e abelian.



Aplicații:

    Problema 1. Fie G un grup finit cu proprietatea că x^p = e, ∀x ∈ G și 
y^2*z^2 = z^2*y^2, ∀y, z ∈ G, unde p este un număr prim impar. 
Demonstrați că grupul G este abelian.
    Demonstrație.
Problema pare inatacabilă cu tehnici elementare, dar folosind 
Propoziția 1 vom avea că ord(G) = p^k și cum p-impar ⇒ (ord(G),2)= 1, 
deci funcția f : G → G, f (x) = x^2 este bijectivă.
Ipoteza se scrie f(y)f(z)=f(z)f(y), ∀y, z ∈ G, iar notând f(y) cu u și f(z) cu 
v, vom avea că uv = vu, ∀u, v ∈ Im f , iar cum Im f = G va rezulta că G 
este abelian.



    Problema 2. Fie G un grup comutativ de ordin impar. Arătați că produsul 
elementelor sale este egal cu e.
    Demonstrație.
Cum (ord(G), 2) = 1, din lemă vom avea că funcția f : G → G, f(x)=x^2 va fi bijectivă, 
așadar G = Im f = {x^2 | x ∈ G}, și cum G e abelian vom avea că ∏x=∏x^2=(∏x)^2, 
deci ∏x=e, unde fiecare produs se face peste G.
    Problema 3. Fie grupul G și n≥2 astfel încât funcția f : G → G, f (x) = x^(n+1 este un 
automorfism
al lui G. Demonstrați că:
a) funcția g : G → G, g(x) = x^n este un endomorfism a lui G;
b) dacă g e injectivă sau surjectivă, atunci G e abelian.
                                                                                           -Gheorghe Andrei, OJM 1994
    Demonstrație.
Din Propoziția 2 și ipoteză ⇒ x^n ∈ Z(G), ∀x ∈ G.
a) Din ipoteză ⇒ (xy)^(n+1) = x^(n+1)*y(n+1), ∀x, y ∈ G, adică x*(yx)^n*y = 
x*x^n*y^n*y, ∀x, y ∈ G, de unde (yx)^n = x^n*y^n = y^n*x^n, ∀x, y ∈ G, deci g e 
morfism.



b) Dacă g e injectivă, atunci din (xy)^n = x^n*y^n = y^n*x^n = (yx)^n, ⇒ 
xy = yx, ∀x, y ∈ G, deci G e abelian. 
       Dacă g e surjectivă, atunci ∀y ∈ G, ∃z ∈ G cu y = z^n ⇒ xy = 
x*z^n = z^n*x = yx, ∀x, y ∈ G, deci G e abelian.
    Problema 4. Fie G un grup cu ord(G) = 6k + 1, unde k ∈ N. Aflați 
numărul soluțiilor ecuației x^3 = y^2 în G^2.
    Soluție
Cum (ord(G), 2) = (ord(G), 3) = 1, funcțiile f, g:G→G, f(x)=x^3, g(x)=x^2 
vor fi bijective. Așadar pentru orice x ∈ G, ∃!(y, a) ∈ G2 cu 
x^3=a=y^2, deci numărul soluțiilor ecuației x^3 = y^2 in G^2 este chiar 
ord(G).



    Problema 6. Fie grupul G și funcția f:G → G, f(x)=x^3. Arătați că dacă f 
e un endomorfism injectiv sau surjectiv al lui G, atunci G e abelian.
    Demonstrație.
Din f-morfism ⇒ (xy)^3 = x^3*y^3, deci (yx)^2 = x^2*y^2, ∀x,y∈G.
Dacă f e surjectivă, atunci din Propoziția 2 vom avea că t^2∈Z(G),
∀t∈G, deci vom avea (yx)^2 = y^2*x^2 de unde va rezulta xy=yx, deci 
G e abelian.
Dacă f e injectivă, o serie de calcule ne dă că (yx)^2=x^2*y^2⇒(yx)^4 = 
(x^2*y^2)^2 = y^4*x^4⇒(yx)^3*yx=y^4*x^4⇒y^3*x^3*yx=y^4*x^4⇒ 
x^3*y=y*x^3, deci x^3∈Z(G),∀x ∈ G. Atunci avem 
(xy)^3=x^3*y^3=y^3*x^3 =(yx)^3 și din injectivitatea lui f iese că xy=yx, 
deci G e abelian.
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