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Introducere

Matematica, una dintre disciplinele de baza studiate de catre elevi in cadrul
unitatilor de invatamant, este o stiintd exacta care ajuta atat la rezolvarea
problemelor elementare, cat si a celor cu dificultate ridicata.

Cuvantul ,,geometrie" provine din limba greaca, fiind format din ,,geo” care
inseamna ,pamant” si ,metria” care inseamna ,masurd”. Ea este o ramura a
matematicii care se ocupa cu relatiile spatiale.

Prin ,metoda” se intelege calea rationalda care trebuie parcursa pentru
rezolvarea unor probleme sau demonstrarea unor teoreme. Alegerea metodei
depinde de datele din ipoteza si de cerintele din concluzie, astfel ca exista
probleme care se pot rezolva prin mai multe metode.

Am ales tema ,Metode de rezolvare a unor probleme de geometrie”,
deoarece am constatat ca notiunile teoretice sunt doar primul pas in rezolvarea
unei probleme de geometrie, provocarea aparand cu adevarat atunci cand trebuie
sa alegi metoda potrivita. Pe parcursul cercetarilor pentru a putea redacta aceasta
lucrare am descoperit multe informatii noi si am aprofundat cunostintele dobandite
anterior. Visul meu de a deveni profesor de matematica, m-a determinat sa imi
imbogatesc cunostintele de geometrie pentru a-i ajuta pe elevi sa inteleaga aceste
rationamente geometrice care, in general, par a fi dificile.

Scopul acestei lucrari este de a prezenta cateva metode de rezolvare ale
unor probleme de geometrie. Pornind de la aspecte teoretice am incercat sa aplic
in solutionarea unor probleme diferite mijloace si strategii, astfel incat finalitatea
sa fie cea corecta.

Aceasta lucrare este structurata pe trei capitole. Primul capitol numit
~Metode generale de rezolvare a problemelor de geometrie”. Al doilea capitol
este ,Metode particulare folosite in rezolvarea problemelor de geometrie”.
Ultimul capitol numit ,,Aplicatii” cuprinde cateva probleme pe care le-am rezolvat
folosind una, doua sau trei metode prezentate in primul si al doilea capitol.

Consider ca aplicatiile din acest capitol contribuie la aprofundarea si
consolidarea cunostintelor pe care le-am dobandit, dar si ca, pot reprezenta

suport practic pentru alte persoane interesate.



1. Metode generale de rezolvare a problemelor de geometrie

In acest capitol am prezentat pe scurt cateva informatii despre metoda sintezei,

metoda analizei si metoda analitico-sintetica.

1.1. Metoda sintezei
Cuvantul sinteza provine din grecescul synthesis, care inseamna strangerea intr-
un ntreg a partilor componente care au fost despértite. In logicd, sinteza este o
metoda de rationament care consta in faptul ca defasurarea gandirii se face de la
simplu la compus sau de la cunoscut la necunoscut.
Prin urmare, prin aceasta metoda gandirea elevului este dirijata pentru a raspunde

la intrebarea: Daca stiu ..., ce pot sa aflu?

1.2. Metoda analizei
Analiza provine din cuvantul de origine greceasca analysis, care se poate defini
prin descompunerea unui corp compus in partile sale componente. In logicd,
analiza este o metoda de rationament care consta in faptul ca desfasurarea
gandirii se face de la necunoscut la cunoscut. Asadar, demonstratia in care se
porneste de la propozitii generale spre propozitii particulare se numeste
demonstratie analitics. In aceastd metoda, gandirea elevului trebuie dirijatd

pentru a raspunde la intrebarea: Ce trebuie sa stiu pentru a dovedi ca ...?

1.3. Metoda analitico-sintetica
Se intampla rar ca o problema de geometrie sa se rezolve numai prin metoda
sintezei sau numai prin cea a analizei. In general, se aplicd ambele metode pentru
rezolvarea unei probleme, adica se foloseste o metoda combinata din cele doua

metode, anume metoda analitico-sintetica ( sau sintetico-analitica).



2. Metode particulare de rezolvare a problemelor de geometrie

Metodele particulare conduc mai usor la solutia problemei decat analiza si sinteza,
care in unele cazuri sunt foarte greu de aplicat. In acest capitol voi prezenta pe

scurt urmatoarele metode:

metoda reducerii la absurd;

metoda inductiei complete;

probleme de constructii geometrice;

probleme de locuri geometrice;

metode de rezolvare a problemelor de colinaritate;
metode de rezolvare a problemelor de concurenta;
metoda vectoriala;

metoda analitica;

metoda numerelor complexe.

2.1. Metoda reducerii la absurd

Metoda reducerii la absurd este o metoda veche, folosita si in geometrie, inca
din antichitate, pentru demonstrarea unor teoreme sau a unor probleme care au
un caracter teoretic.
La baza acestei metode este legea tertiului exclus, una din legile fundamentale ale
logicii clasice, care se enunta astfel:
Din doud propozitii contradictorii una este adevarata, cealalta este falsa, iar a treia
posibilitate nu poate exista.
De aici se observa ca legea tertiului exclus ne demonstreaza ca din doua propozitii
contradictorii una este adevarata, dar nu se precizeaza care care din cele doua

propozitii este adevarata si care este falsa.

2.2. Metoda inductiei complete
Cuvantul inductie provine din latinescul inductionis care, tradus inseamna
aducere, introducere, dovedirea prin exemple. In logicd, prin inductie se intelege
o forma de rationament in care gandirea noastra pleaca de la particular la general,
sau de la cunostinte cu un grad de generalitate mai mic la cunostinte cu grad de
generalitate mai mare. In geometrie, primele adevdruri matematice au fost

obtinute pe calea observatiei si experientei, deci pe calea inductiei.



2.3. Probleme de constructii geometrice
Problemele de constructie nu sunt utilizate des, desi ele pot contribui cu eficienta
la fixarea conceptelor geometrice si la formarea rationamentului matematic,
raspunzand totodatda la solutionarea unor probleme tehnice sau economice
concrete. Problematica constructiilor geometrice in plan si spatiu trebuie repusa
grabnic in drepturile ei naturale.
Intr-o problem& de constructie se cere sd construim o figurd care si detind
anumite proprietati. La unele probleme mai simple putem executa constructia
imediat, pe baza conditiilor date de aceste proprietati, dar la problemele mai
complicate aceasta constructie imediata nu este posibila.
In cazul in care constructia nu se poate realiza imediat, presupunem figura
construitd, adica figura construita detine anumite proprietati si cautam sa
descoperim si alte proprietdti ale ei pe baza carora putem efectua constructia
figurii.

2.4. Probleme de locuri geometrice
Figura formata din multimea tuturor punctelor care au aceeasi proprietate se
numeste loc geometric.
Atat in geometria plana, cat si in cea in spatiu un numar foarte mare de probleme
se refera la aflarea locurilor geometrice. Multe probleme de locuri geometrice sunt
sunt astfel enuntate, incat ele arata propozitia pe care trebuie sa o demonstram.
Cu alte cuvinte, cunoastem ce fel de linii sau figuri sunt locurile geometrice.
Multe probleme de constructie se reduc, in ultima analiza, la gasirea unui punct
sau a mai multor puncte. Un punct este determinat prin intersectia a doua linii,
iar fiecare din aceste linii poate constitui o conditie. De aici se poate deduce ca,
daca nu tinem seama de una din conditiile care determind un punct, atunci
punctele care indeplinesc cealalta conditie au aceeasi proprietate, deci ele

formeaza un loc geometric, iar punctul cautat se gaseste pe acest loc geometric.

2.5. Metode specifice de rezolvare a problemelor de coliniaritate
O problema de coliniaritate inseamna a stabili proprietatea ca doua sau mai multe
figuri geometrice (puncte, segmente, semidrepte) sunt pe aceeasi dreapta (sunt
coliniare). In acest subcapitol sunt exemplificate cateva metode de rezolvare a
problemelor de coliniaritate intalnite atat in gimnaziu, cat si in liceu.
Cu ajutorul unicitatii paralelei: daca dreptele XY si XZ sunt paralele unei drepte d

atunci punctele X, Y, Z sunt coliniare.



Cu ajutorul ughiurilor adiacente suplementare: daca m(YXU) + m(UXZ) = 180° si
puncteleY si Z sunt separate de dreapta XU, atunci punctele X, Y, Z sunt coliniare.
Daca < UXY =< UXZ si punctele Y si Z de aceeasi parte a dreptei ux, atunci punctele

X, Y, Z - sunt coliniare.

2.6. Metode specifice de rezolvare a problemelor de concurenta
Problemele de concurenta a unor drepte reprezinta unele proprietati simplu de
intuit, dar in a caror demonstratie sunt incluse rationamente exacte si o gama
larga de tehnici specifice, solicitand rezolvitorului perspicacitate si cultura
matematica. Dreptele concurente le intalnim in triunghiuri ca bisectoare, inaltimi,
mediane sau mediatoare, in paralelograme sau trapeze ca diagonale, dar si in
probleme combinate.

Doua sau mai multe drepte care au un singur punct comun se numesc drepte
concurente.

Mai jos se gasesc cateva notiuni importante.

1) intr-un plan, doud drepte distincte si neparalele au un singur punct comun.

2) In plan, oricare doud drepte distincte si neparalele sunt concurente.

3) Orice punct de pe bisectoarea unui unghi este egal departat de laturile
unghiului. Reciproca este adevarata.

4) Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal departat de capetele
segmentului. Reciproca este adevarata.

5) in plan, doua drepte distincte sunt paralele sau concurente.

2.7. Metoda vectoriala
Aceasta metoda poate fi descrisa astfel: fiind data o problema de geometrie, dupa
explicitarea si reprezentarea grafica a configuratiei geometrice la care se referg,
se fixeaza un punct numit origine, se introduc vectorii de pozitie ai celorlalte
puncte si oricare alti vectori ce se pot considera. Se transcrie ipoteza problemei in
forma vectoriald, forma care se transforma prin metode algebrice pana, prin
revenire la forma geometrica, obtinem concluzia dorita. Subliniem ca avem in
vedere in primul rand probleme al cdror enunt nu contine referiri la vectori. In
solutie vectorii au rol auxiliar. Punctul origine se poate alege oricum si se poate
schimba pe parcursul rezolvarii. Uneori este bine sa-I alegem particular, legat de
configuratie. Alteori este de preferat sa-I consideram arbitrar (in spatiu, chiar daca

problema este plana) pentru a pastra simetriile in calcule.



2.8. Metoda analitica

Geometria analitica, numita si geometria carteziana, este o ramura a matematicii,
al carei obiect este studiul elementelor geometrice.

Geometria analitica reprezinta o modalitate de abordare a geometriei cu ajutorul
algebrei. Rezolvarea problemelor se face algebric, iar figurile geometrice sunt
definite cu ajutorul ecuatiilor si inecuatiilor. Scopul acestei metode este de a asocia
fiecarei figuri geometrice o ecuatie algebrica.

Metoda analitica poate fi descrisa astfel: fiind data o problema de geometrie, se
fixeaza convenabil sistemul de coordonate cartezian si punctele necesare
configuratiei geometrice la care se refera problema, pe acel sistem de coordonate.
Se transcrie ipoteza problemei in forma analitica, forma care se transforma prin

metode algebrice pana se ajunge la concluzia dorita.

2.9. Metoda numerelor complexe
in geometria pland, se poate folosi pentru rezolvarea unor probleme metoda
numerelor complexe fie sub forma algebrica z=x+iy, fie sub forma
trigonometrica z = re'®, unde r = |z|, iar ¢ = arg z intrucét fiecarui punct din plan fi
corespunde un numar complex z = x + iy numit afixul punctului respectiv. In plus,
pentru a aplica metoda numerelor complexe se introduc punctele afixe
corespunzatoare si se transcrie ipoteza problemei in forma numerelor complexe,

forma care se transforma pana se ajunge la concluzia dorita.



3. Aplicatii
Aplicatia 1
In reperul x0y se considerd punctele A(0,18), B(—12,0), C(6,18), D(0,9). S& se arate
ca dreptele AB si CD sunt paralele.
Solutie
Metoda 1 (Metoda analitica)
Pentru rezolvare vom folosi pantele celor doua drepte. Vom determina pantele

dreptelor AB si CD,apoi vom verifica daca myg = mp.
Yp—Ya_0-18 _3

Xg—Xy —12—-0 2
YD_YC_9_18_3

Myp =

mCD:xD_xC_ 0—6 _2

In concluzie, myz = mep = AB | CD.
Metoda 2 (Metoda vectoriala)
Pentru a arata ca dreptele AB si CD sunt paralele, trebuie sa demonstram ca

vectorii 4B si CD sunt coliniari.

—

AB =75 -7, = (=12 — 0,0 — 18) = (=12, -18)
CD =75 —72=(0—6,9—18) = (—6,—9)
Verificdm dacd existd a € R* pentru care 4B = aCD.

—-12 = —-6a
—18 = -9«

Din cele doua ecuatii rezulta ca a = 2 € R*, deci dreptele AB si CD sunt paralele.

(-12,-18) = a(—6,—9) & (—12,—18) = (—6a, —9a) < {

Metoda 3 (Metoda numerelor complexe)
Afixele corespunzatoare punctelor A4,B,C,D sunt z, =18i, zz = —12, z, = 6 + 18i,
zp = 9i. Avem:

zg—z, —12—-18i —12—-18i 2(—6—9))

7 —zc 9i—6-18 —6-9i = —6-oi &R
Acest rezultat arata paralelismul dreptelor AB si CD.
Aplicatia 2
In fig.36 este reprezentatd o gradindin  p P c
forma de dreptunghi ABCD cu AB = 8m
si  AD =4m. Mijloacele laturilor Q N
dreptunghiului sunt varfurile
patrulaterului MNPQ. Suprafata
A M B

reprezentata de PQMN este plantata cu
fig. 36



flori, iar restul suprafetei gradinii ABCD este acoperita cu gazon. Aratati ca aria
suprafetei plantate cu flori este egala cu aria suprafetei acoperite cu gazon.

Solutie
. . . AD 4
Fie Q mijlocul lui AD, asadar AQ = - =3 =2m.

, . . AB 8
Fie M mijlocul lui AB, asadar AM = - =3 4m.

AM-A 42
A QAM este dreptunghic: Agay = . @22 _ 4 m?,

Analog, se obtine Aygy = Apnc = Apgp = 4 m?.

Aria gazonului: Aggzon = Ampy + Agam + Apnc + Apgp =4+ 4 +4+4 =16 m?.
Aupcp = AB-AD = 8- 4 = 32 m?.

Afiori = Aapcp — Agazon = 32— 16 =16 m?,

In concluzie, Afiori = Agazon -

Aplicatia 3

Se considera vectorii i = 2T+ (a—1)Jsi v =al+J, a € R.

a) Determinati a, astfel incat vectorii i si ¥ sa fie coliniari.

b) Determinati a, astfel incat vectorii i si ¥ sa fie perpendiculari.

Solutie

RN e v 2 a—1
a) Vectorii U si v sunt coliniari daca -1 = a?—a—-2=0=>a;=-1, a, =2.
b) Vectorii sunt perpendiculari dacd 2a+(a-1)=0=3a-1=0=3a=1=
1

a=T_.
3



Concluzii

In urma cercetdrilor pe care le-am ficut pentru realizarea acestei lucrdri am
constatat ca exista cateva reguli elementare care ne pot ghida spre rezolvarea

corecta a unor probleme de geometrie.
« Citirea corecta a enuntului problemei si construirea corecta a figurii.

« Insusirea enuntului problemei presupune cunoasterea problemei in asa

masura incat sa se distinga clar ce se da in problema, de ceea ce se cere.

« Cunoasterea unor anumite procedee si metode pentru rezolvarea

problemelor de geometrie.
« Construirea de rationamente noi pe baza axiomelor si a definitiilor.

- Stabilirea de relatii intre diferite elemente ale figurilor si scrierea lor cu

ajutorul simbolurilor din matematica, pe baza rationamentelor construite.

. Discutia problemei. In unele probleme de geometrie, o solutie nu incheie
rezolvarea lor, ci trebuie examinate si condiitile care ne arata existenta altor

solutii, numarul lor, precum si diferite cazuri particulare ce pot aparea.

« Verificarea solutiilor problemei. Solutia trebuie verificata, mai ales in
problemele de constructii geometrice. Ea consta, in general, dintr-o
demonstratie care trebuie sa arate ca figura obtinuta corespunde cu cea

ceruta in enuntul problemei.
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