
Universitatea Tehnică din Cluj Napoca 
Centrul Universitar Nord Baia Mare 

Facultatea de Științe 
Departamentul de Matematică și Informatică 

Specializarea Matematică informatică 
 

 

 

 

 

Teoreme fundamentale în geometria triunghiului 

 

 

 

 

 

 

 

 

Coordonator științific:                                                         Absolvent: 

Conf. Univ. Dr. Laurian PIȘCORAN                                       Filip NICU                                  

 

 

 

 

 

 

 

Baia Mare 

2020 



Cuprins 
Introducere ................................................................................................................................. 1 

1. Puncte. Drepte. Cercuri remarcabile asociate unui triunghi. ............................................. 2 

1.1. Simediane [1] ............................................................................................................... 2 

1.2. Punctul lui Lemoine [1] ............................................................................................... 2 

1.3. Punctul lui Spieker [1] ................................................................................................. 2 

1.4. Dreapta lui Gauss [1] ................................................................................................... 2 

1.5. Cercul lui Taylor [1] .................................................................................................... 3 

1.6. Cercul lui Tucker [2] ................................................................................................... 3 

2. Teoreme fundamentale în geometria triunghiului. ............................................................ 4 

2.1. Teorema lui Menelaus [4] ............................................................................................ 4 

2.2. Teorema Van Aubel [4] ............................................................................................... 4 

2.3. Teorema lui Ceva [4] ................................................................................................... 5 

2.4. Teorema lui Steiner [2] ................................................................................................ 5 

2.5. Teorema lui Carnot [1] ................................................................................................ 5 

2.6. Teorema lui Desargues [1] .......................................................................................... 6 

2.7. Teorema lui Leibniz [1] ............................................................................................... 6 

2.8. Teorema lui Pascal [2] ................................................................................................. 6 

3. Aplicații ............................................................................................................................. 7 

3.1. Aplicația 1.................................................................................................................... 7 

3.2. Aplicația 2.................................................................................................................... 7 

Concluzii .................................................................................................................................... 9 

Bibliografie ............................................................................................................................... 10 

 

  



1 

 

Introducere 

Geometria este un cuvânt derivat din limba greacă. În greacă, 

“geo” înseamnă “pământ” și “methros” înseamnă a măsura. Geometria este 

folosită zilnic de aproape toată lumea. Găsim geometria în mai multe do-

menii: artă, arhitectură, inginerie, robotică, astronomie, sculpturi, spațiu, 

natură, sport, mașini etc. 

Unul dintre cei mai importanți contribuitori în domeniul geometriei a 

fost Euclid (365-300 î.Hr.). Astăzi continuăm sa folosim regulile sale pentru 

geometrie. 

Principalele concepte în geometrie sunt liniile și segmentele, formele și so-

lidele (inclusiv poligoanele), triunghiurile și unghiurile și circumferința unui 

cerc . În geometria euclidiană, unghiurile sunt folosite pentru a studia poli-

goane și triunghiuri. 

În această lucrare mi-am propus o abordare sintetică a geometriei. Geome-

tria sintetică este cea mai veche ramură a geometriei. Geometria euclidiană 

care nu face apel la un sistem de coordonate sau la un produs scalar, noțiuni 

care au intervenit mult mai târziu în geometrie, poate fi numită geometrie 

sintetică. 

Această lucrare este structurată în trei capitole. 

În primul capitol numit “Puncte. Drepte. Cercuri remarcabile asociate unui 

triunghi.” sunt prezentate noțiuni introductive din geometria triunghiului.  

În al doilea capitol sunt prezentate câteva dintre cele mai importante teo-

reme din geometria triunghiului, unele fiind folosite și de către elevii claselor 

gimnaziale. 

Ultimul capitol prezintă câteva aplicații în care am aplicat teoremele si no-

țiunile descrise la primele două capitole.   
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Teoreme fundamentale în geometria triunghiului 

1. Puncte. Drepte. Cercuri remarcabile asociate unui tri-

unghi. 

1.1. Simediane [1]  

Într-un triunghi izogonala medianei se numește simediană.  

1.2. Punctul lui Lemoine [1] 

Într-un triunghi simedianele sunt concurente. 

1.3. Punctul lui Spieker [1] 

Se numește punctul lui Spieker al unui triunghi centrul cercului înscris în 

triunghiul median al triunghiului.  

Cercul înscris în triunghiul median se numește cercul lui Spieker. 

1.4. Dreapta lui Gauss [1] 

Teorema lui Gauss 

Fie triunghiul ∆𝐴𝐵𝐶, iar 𝑑 o dreaptă care intersectează dreptele 𝐵𝐶, 𝐶𝐴 și 𝐴𝐵 

în punctele 𝐴′, 𝐵′ respectiv 𝐶′. Mijloacele segmentelor 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′ și 𝐶𝐶′ sunt 

coliniare. 
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1.5. Cercul lui Taylor [1]  

Proiecțiile picioarelor înălțimilor pe laturile unui triunghi ∆𝐴𝐵𝐶 sunt situate 

pe același cerc.  

1.6. Cercul lui Tucker [2] 

Fie ∆𝐴𝐵𝐶 un triunghi și fie 𝐿1, 𝐿6 ∈ (𝐴𝐵), 𝐿2, 𝐿3 ∈ (𝐴𝐶), 𝐿4, 𝐿5 ∈ (𝐵𝐶) cu propri-

etatea că 𝐿!𝐿2 = 𝐿3𝐿4 = 𝐿5𝐿6 și astfel încât patruraterele 𝐿1𝐿2𝐶𝐵, 𝐿3𝐿4𝐵𝐴, 

𝐿5𝐿6𝐴𝐶 sunt inscriptibile. Atunci punctele 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4, 𝐿5, 𝐿6 se află pe ace-

lași cerc numit cercul lui Tucker. 
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2. Teoreme fundamentale în geometria triunghiului. 

2.1. Teorema lui Menelaus [4] 

Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶 și 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ trei puncte astfel încât 𝐴′ ∈ 𝐵𝐶, 𝐵′ ∈ 𝐶𝐴,        

𝐶′ ∈ 𝐴𝐵. Dacă punctele 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ sunt coliniare, atunci are loc egalitatea: 

𝐴′𝐵

𝐴′𝐶
⋅
𝐵′𝐶

𝐵′𝐴
⋅
𝐶′𝐴

𝐶′𝐵
= 1. 

 

2.2. Teorema Van Aubel [4] 

Fie triunghiul ∆𝐴𝐵𝐶 și punctele 

𝐴′ ∈ 𝐵𝐶, 𝐵′ ∈ 𝐶𝐴, 𝐶′ ∈ 𝐴𝐵. Dacă 

dreptele 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ sunt 

concurente intr-un punct 𝑃, 

atunci exista relația: 

𝐵′𝐴

𝐵′𝐶
+
𝐶′𝐴

𝐶′𝐵
=

𝑃𝐴

𝑃𝐴′
. 
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2.3. Teorema lui Ceva [4] 

 

Fie triunghiul 𝐴𝐵𝐶 și punctele 

𝐴′ ∈ 𝐵𝐶, 𝐵′ ∈ 𝐶𝐴, 𝐶′ ∈ 𝐴𝐵. Dacă 

dreptele 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′ și 𝐶𝐶′ sunt 

concurente, atunci:  

𝐴′𝐵

𝐴′𝐶
⋅
𝐵′𝐶

𝐵′𝐴
⋅
𝐶′𝐴

𝐶′𝐵 
= 1. 

 

 

 

 

2.4. Teorema lui Steiner [2] 

 

Dacă 𝐴𝑃 şi 𝐴𝑄 sunt două izogonale în 

raport cu unghiul ∢𝐵𝐴𝐶  al triunghiului 

𝐴𝐵𝐶 şi 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐵𝐶, atunci:  

𝐵𝑃

𝐶𝑃
⋅
𝐵𝑄

𝐶𝑄
=
𝐴𝐵2

𝐴𝐶2
. 

 

2.5. Teorema lui Carnot [1] 

Fie triunghiul ∆𝐴𝐵𝐶 și punctele 𝐴′ ∈ 𝐵𝐶, 

B′ ∈ 𝐴𝐶, 𝐶′ ∈ 𝐴𝐵. Perpendicularele 

duse din punctele 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ pe la-

turile 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, respectiv 𝐴𝐵 sunt 

concurente dacă și numai dacă:  

𝐴𝐶′2 − 𝐵𝐶′2 + 𝐵𝐴′2 − 𝐶𝐴′2 +

+𝐶𝐵′2 − 𝐴𝐵′2 = 0. 
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2.6. Teorema lui Desargues [1] 

Fie ∆𝐴𝐵𝐶 și ∆𝐴′𝐵′𝐶′ două triunghiuri omoloage coplanare, atunci punctele de 

intersecție ale dreptelor omologe sunt coliniare (punctele 𝑀, 𝑁 și 𝐿). 

2.7. Teorema lui Leibniz [1] 

Fie triunghiul ∆𝐴𝐵𝐶 cu 𝐺 centrul de greutate. Pentru orice punct 𝑀 din planul 

triunghiului ∆𝐴𝐵𝐶 este adevărată relația: 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 =
𝐴𝐵2+𝐵𝐶2+𝐶𝐴2

3
+ 3𝑀𝐺2 . 

1. Din relația lui Leibniz rezultă că 𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 ≥
𝐴𝐵2+𝐴𝐶2+𝐵𝐶2

3
 , egale 

când  punctul 𝑀 coincide cu punctul 𝐺. 

2. În orice triunghi ∆𝐴𝐵𝐶 este adevărată relația: 9𝑅2 ≥ 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2. 

 

2.8. Teorema lui Pascal [2] 

Fie 𝐴′𝐴′′𝐵′𝐵′′𝐶′𝐶′′ un hexagon înscris 

într-un cerc. Se presupune că există 

punctele 𝐹, 𝐸, 𝐷 astfel încât {𝐹} =

𝐴′𝐴′′ ∩ 𝐵′′𝐶, {𝐸} = 𝐵′𝐵′′ ∩ 𝐶′′𝐴′ și {𝐷} =

= 𝐶′𝐶′′ ∩ 𝐴′′𝐵′. Atunci punctele 𝐹, 𝐸, 𝐷 

sunt coliniare. 
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3. Aplicații 

3.1. Aplicația 1 

Pe laturile triunghiului ∆𝐴𝐵𝐶 ca ipotenuză se construiesc, în exterior, triunghiu-

rile dreptunghice isoscele ∆𝐴′𝐵𝐶, ∆𝐴𝐵′𝐶, ∆𝐴𝐵𝐶′. Arătați că dreptele 𝐴𝐴′, 𝐵𝐵′, 𝐶𝐶′ 

sunt concurente (punctul de concurență se numește punctul lui Vecten). 

Demonstrație: 

Deoarece 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶′√2, 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵′√2 și 

∢𝐵𝐴𝐵′ ≡ ∢𝐶𝐴𝐶′ folosind formula ariei 

unui triunghi ca semiprodus dintre 

lungimile a două laturi și sinusul un-

ghiului dintre ele, rezultă că 𝒜∆𝐴𝐵𝐵′ =

= 𝒜∆𝐴𝐶𝐶′.  

𝒜∆𝐵𝐴𝐴′ = 𝒜∆𝐵𝐶𝐶′ și 𝒜∆𝐶𝐵𝐵′ = 𝒜∆𝐶𝐴𝐴′.  

Notăm {𝐷} = 𝐴𝐴′ ∩ 𝐵𝐶, {𝐸} = 𝐵𝐵′ ∩ 𝐴𝐶, 

{𝐹} = 𝐶𝐶′ ∩ 𝐴𝐵. 

Deoarece 
𝒜
∆𝐵𝐴𝐴′

𝒜∆𝐶𝐴𝐴′
=
𝐷𝐵

𝐷𝐶
, 

𝒜
∆𝐶𝐵𝐵′

𝒜∆𝐴𝐵𝐵′
=
𝐸𝐶

𝐸𝐴
, și 

𝒜
∆𝐴𝐶𝐶′

𝒜∆𝐵𝐶𝐶′
=
𝐹𝐴

𝐹𝐵
.  

Din relațiile anterioare obținem: 

𝐵𝐷

𝐶𝐷
∙
𝐶𝐸

𝐴𝐸
∙
𝐴𝐹

𝐵𝐹
= 1, deci conform reciprocei teoremei lui Ceva dreptele 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 și 𝐶𝐹 

sunt concurente. 

3.2. Aplicația 2 

Se consideră hexagonul inscriptibil 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Să se arate că punctele {𝑋} = 

= 𝐴𝐵 ∩ 𝐷𝐸, {𝑌} = 𝐵𝐶 ∩ 𝐸𝐹, {𝑍} = 𝐶𝐷 ∩ 𝐹𝐴 sunt coliniare. (Teorema lui Pascal) 
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Demonstrație: 

Fie {𝑀} = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷, {𝑁} = 𝐶𝐷 ∩ 𝐸𝐹, 

{𝑃} = 𝐴𝐵 ∩ 𝐸𝐹.  

Aplicând teorema lui Menelaus în 

triunghiul ∆𝑀𝑁𝑃 cu transversa-

lele, avem: 𝑋-𝐷-𝐸:
𝑋𝑀

𝑋𝑃
∙
𝐸𝑃

𝐸𝑁
∙
𝐷𝑁

𝐷𝑀
= 1; 

𝑌-𝐵-𝐶:
𝑌𝑃

𝑌𝑁
∙
𝐶𝑁

𝐶𝑀
∙
𝐵𝑀

𝐵𝑃
= 1; 

𝑍-𝐴-𝐹:
𝑍𝑁

𝑍𝑀
∙
𝐴𝑀

𝐴𝑃
∙
𝐹𝑃

𝐹𝑁
= 1.  

Din egalitățile de mai sus, se ob-

ține: 

𝑋𝑀

𝑋𝑃
∙
𝑌𝑃

𝑌𝑁
∙
𝑍𝑁

𝑍𝑀
=
𝐸𝑁

𝐸𝑃
∙
𝐷𝑀

𝐷𝑁
∙
𝐶𝑀

𝐶𝑁
∙
𝐵𝑃

𝐵𝑀
∙
𝐴𝑃

𝐴𝑀
∙
𝐹𝑁

𝐹𝑃
.  

Folosind puterea punctului față 

de cerc avem: 

𝑀𝐴 ∙ 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶 ∙ 𝑀𝐷, 

𝑁𝐶 ∙ 𝑁𝐷 = 𝑁𝐸 ∙ 𝑁𝐹 și  

𝑃𝐸 ∙ 𝑃𝐹 = 𝑃𝐴 ∙ 𝑃𝐵.  

Deci 
𝑋𝑀

𝑋𝑃
∙
𝑌𝑃

𝑌𝑁
∙
𝑍𝑁

𝑍𝑀
= 1. Din reciproca teoremei lui Menelaus aplicată în triunghiul 

∆𝑀𝑁P rezultă că punctele 𝑋, 𝑌, și 𝑍 sunt coliniare.  

(3)
⇒ 

𝐶𝑃

𝑃𝐷
= 1 ⇒ [𝐶𝑃] ≡ [𝑃𝐷].  
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Concluzii 

Studierea geometriei în școală ajută la dezvoltarea  de abilități spațiale și abili-

tăți de rezolvare a problemelor. 

Pe măsură ce progresăm prin învățământul primar și secundar, geometria eu-

clidiană și studiul geometriei plane sunt studiate pe tot parcursul vieții. 

Domeniul geometrie euclidiene fiind foarte vast, aceasta lucrare abordează o 

prezentare sintetică. Această geometrie fiind folosita încă din antichitate de că-

tre oameni, ei utilizând-o pentru a măsura distanțele, ariile și volumele. 

Geometria o întâlnim în viața de zi cu zi, de ceea este important să avem un 

bagaj de conștiințe minime  despre această disciplină. 

Această lucrare cuprinde o serie de noțiuni care ajută la rezolvarea problemelor 

geometrice. Lucrarea este structurată în trei capitole astfel:  

Primul capitol cuprinde noțiuni introductive din geometria triunghiului cum ar fi 

cercuri remarcabile, drepte si puncte.  

Al doilea capitol cuprinde câteva dintre cele mai importante teoreme ale unui 

triunghi, fapt ce reiese si din numele capitolului “Teoreme fundamentale în ge-

ometria triunghiului”.  

Ultimul capitol prezintă aplicații în care sunt utilizate teoremele și noțiunile 

amintite în primele două capitole. Prin rezolvarea acestor aplicații sunt demon-

strate alte noi teoreme sau noțiuni, cum ar fi: Teorema lui Pascal demonstrată 

utilizând teorema lui Menelaus și reciproca ei sau punctul lui Vecten demonstra-

ția rezultând după aplicarea reciprocei teoremei lui Ceva. 
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