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Introducere

Geometria este un cuvant derivat din limba greaci. In greacs,
“geo” inseamna “pamant” si “methros” inseamna a masura. Geometria este
folosita zilnic de aproape toata lumea. Gasim geometria in mai multe do-
menii: arta, arhitectura, inginerie, robotica, astronomie, sculpturi, spatiu,
natura, sport, masini etc.

Unul dintre cei mai importanti contribuitori in domeniul geometriei a
fost Euclid (365-300 i.Hr.). Astazi continuam sa folosim regulile sale pentru
geometrie.

Principalele concepte in geometrie sunt liniile si segmentele, formele si so-
lidele (inclusiv poligoanele), triunghiurile si unghiurile si circumferinta unui
cerc . In geometria euclidiand, unghiurile sunt folosite pentru a studia poli-
goane si triunghiuri.

In aceasts lucrare mi-am propus o abordare sintetica a geometriei. Geome-
tria sintetica este cea mai veche ramura a geometriei. Geometria euclidiana
care nu face apel la un sistem de coordonate sau la un produs scalar, notiuni
care au intervenit mult mai tarziu in geometrie, poate fi numita geometrie
sintetica.

Aceasta lucrare este structurata in trei capitole.

In primul capitol numit “Puncte. Drepte. Cercuri remarcabile asociate unui
triunghi.” sunt prezentate notiuni introductive din geometria triunghiului.
In al doilea capitol sunt prezentate cateva dintre cele mai importante teo-
reme din geometria triunghiului, unele fiind folosite si de catre elevii claselor
gimnaziale.

Ultimul capitol prezinta cateva aplicatii in care am aplicat teoremele si no-

tiunile descrise la primele doua capitole.



Teoreme fundamentale In geometria triunghiului

1. Puncte. Drepte. Cercuri remarcabile asociate unui tri-

unghi.

1.1. Simediane [1]

Intr-un triunghi izogonala medianei se numeste simediana.
1.2. Punctul lui Lemoine [1]

Intr-un triunghi simedianele sunt concurente.
1.3.  Punctul lui Spieker [1]

Se numeste punctul lui Spieker al unui triunghi centrul cercului inscris in
triunghiul median al triunghiului.

Cercul inscris in triunghiul median se numeste cercul lui Spieker.
1.4. Dreapta lui Gauss [1]

Teorema lui Gauss

Fie triunghiul AABC, iar d o dreapta care intersecteaza dreptele BC, CA si AB
in punctele 4’, B’ respectiv C'. Mijloacele segmentelor A4, BB’ si CC' sunt

coliniare.




1.5. Cercul lui Taylor [1]

Proiectiile picioarelor inaltimilor pe laturile unui triunghi AABC sunt situate

pe acelasi cerc.
1.6. Cercul lui Tucker [2]

Fie AABC un triunghi si fie L,, Lg € (AB), L,, L; € (AC), Ly, Ls € (BC) Cu propri-
etatea ca LL, = L;L, = LsLg si astfel incat patruraterele L,L,CB, L;L,BA,
LsL¢AC sunt inscriptibile. Atunci punctele L, L,, Ls, L, Ls, Lg se afla pe ace-

lasi cerc numit cercul lui Tucker.




2. Teoreme fundamentale in geometria triunghiului.

2.1. Teorema lui Menelaus [4]

Fie triunghiul AABC si A’, B', C' trei puncte astfel incat A’ € BC, B’ € CA4,

C' € AB. Daca punctele A’, B/, C' sunt coliniare, atunci are loc egalitatea:

2.2. Teorema Van Aubel [4]

Fie triunghiul AABC si punctele
A' € BC, B' € CA, C' € AB. Daca
dreptele AA’, BB', CC' sunt
concurente intr-un punct P,

atunci exista relatia:

s

'A n c'A _ PA
'c ' c¢'B pA" B

[ov]
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2.3. Teorema lui Ceva [4]

Fie triunghiul AABC si punctele
A' € BC, B' € CA, C' € AB. Daca
dreptele AA’, BB’ si CC' sunt

concurente, atunci:

A'B B'c c'A _ A

2.4. Teorema lui Steiner [2]

Daca AP si AQ sunt doua izogonale in
raport cu unghiul «<BAC al triunghiului
AABC si P, Q € BC, atunci:

BP BQ _ AB?
cP cQ  Ac?’

2.5. Teorema lui Carnot [1]

Fie triunghiul AABC si punctele A’ € BC, S
B’ € AC, C' € AB. Perpendicularele
duse din punctele 4’, B, C' pe la-
turile BC, AC, respectiv AB sunt
concurente daca si numai daca:
AC'* —BC'* +BA? —CA? +

+CB'? — AB’? = 0.




2.6. Teorema lui Desargues [1]

Fie AABC si AA’B’C’ doua triunghiuri omoloage coplanare, atunci punctele de

intersectie ale dreptelor omologe sunt coliniare (punctele M, N si L).
2.7. Teorema lui Leibniz [1]

Fie triunghiul AABC cu G centrul de greutate. Pentru orice punct M din planul

triunghiului AABC este adevarata relatia:

AB?+BC?+CA?

MA? + MB? + MC? = +3MG*.

AB?+AC?%+BC?

, egale

1. Din relatia lui Leibniz rezulta ca MA? + MB? + MC? >

cand punctul M coincide cu punctul G.

2. In orice triunghi AABC este adevératd relatia: 9R% > a? + b? + ¢2.

2.8. Teorema lui Pascal [2]

Fie A’A"B'B"C'C"” un hexagon inscris
intr-un cerc. Se presupune ca exista
punctele F, E, D astfel incat {F}=
A'A"nB"C, {E}=B'B"nC"A" si {D}=
=(C'C" nA"B'. Atunci punctele F, E, D

sunt coliniare.




3. Aplicatii

3.1. Aplicatial

Pe laturile triunghiului AABC ca ipotenuza se construiesc, in exterior, triunghiu-
rile dreptunghice isoscele AA'BC, AAB'C, AABC'. Aratati ca dreptele AA',BB’,CC’
sunt concurente (punctul de concurenta se numeste punctul lui Vecten).

Demonstratie:

Deoarece AB = AC\2, AC = AB'V2 si %
IBAB' = «CAC' folosind formula ariei
unui triunghi ca semiprodus dintre A
lungimile a doud laturi si sinusul un- B,
ghiului dintre ele, rezulta ca Ay pp =
= Apacc’
Appaa’ = Anpce’ $1 Ancgs’ = Apcan’-
Notam {D}=A4A'nBC, {E} =BB' nAC, B
{F} = CC' n AB.
Deoarece Zepad’ _ DB Zacps' _ EC
Apcant  DC' Apgppr EAT T A
Aaacc! _ FA
Appce! FB c

Din relatiile anterioare obtinem:

————— =1, deci conform reciprocei teoremei lui Ceva dreptele AD, BE si CF

sunt concurente.
3.2.  Aplicatia 2

Se considera hexagonul inscriptibil ABCDEF. Sa se arate ca punctele {X} =
=ABNDE, {Y} =BCNEF, {Z} = CD n FA sunt coliniare. (Teorema lui Pascal)



Demonstratie:
Fie {M}=ABnCD, {N}=CD NnEF,
{P} = AB N EF.
Aplicdnd teorema lui Menelaus in

triunghiul AMNP cu transversa-

XM EP DN

lele, avem: X-D-E:—-—-—=1;
XP EN DM

YP CN BM
Y-B-Ci—-—-—=1;

YN CM BP

ZN AM FP
Z-A-F:>—-—.— =1

ZM AP FN

Din egalitatile de mai sus, se ob-

tine:
XM YP ZN EN DM CM BP AP FN

XP YN ZM EP DN CN BM AM FP'

Folosind puterea punctului fata
de cerc avem:

MA-MB = MC-MD,

NC-ND = NE - NF si

PE - PF = PA- PB.

XM YP ZN

Deci T T Din reciproca teoremei lui Menelaus aplicata in triunghiul

AMNP rezulta ca punctele X, Y, si Z sunt coliniare.

(3) cp
=

—=1= [CP] = [PD].



Concluzii

Studierea geometriei in scoala ajuta la dezvoltarea de abilitati spatiale si abili-
tati de rezolvare a problemelor.

Pe masura ce progresam prin invatamantul primar si secundar, geometria eu-
clidiana si studiul geometriei plane sunt studiate pe tot parcursul vietii.
Domeniul geometrie euclidiene fiind foarte vast, aceasta lucrare abordeaza o
prezentare sintetica. Aceasta geometrie fiind folosita inca din antichitate de ca-
tre oameni, ei utilizand-o pentru a masura distantele, ariile si volumele.
Geometria o intalnim in viata de zi cu zi, de ceea este important sa avem un
bagaj de constiinte minime despre aceasta disciplina.

Aceasta lucrare cuprinde o serie de notiuni care ajuta la rezolvarea problemelor
geometrice. Lucrarea este structurata in trei capitole astfel:

Primul capitol cuprinde notiuni introductive din geometria triunghiului cum ar fi
cercuri remarcabile, drepte si puncte.

Al doilea capitol cuprinde cateva dintre cele mai importante teoreme ale unui
triunghi, fapt ce reiese si din numele capitolului “Teoreme fundamentale in ge-
ometria triunghiului”.

Ultimul capitol prezinta aplicatii in care sunt utilizate teoremele si notiunile
amintite in primele doua capitole. Prin rezolvarea acestor aplicatii sunt demon-
strate alte noi teoreme sau notiuni, cum ar fi: Teorema lui Pascal demonstrata
utilizand teorema lui Menelaus si reciproca ei sau punctul lui Vecten demonstra-

tia rezultand dupa aplicarea reciprocei teoremei lui Ceva.
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